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数无形时少直觉, 形少数时难入微. 数与形, 本是相倚依, 焉能分作两边飞.

——— 华罗庚

1 写在前面

经历了上学期数学分析 B1 的学习, 相信大部分同学都能适应整套数分语言的模式, 能
够用严格的数学语言去刻画证明中的结论.现在,我们在学习了一元 (单变量)函数的基础上,
还要掌握多元 (多变量) 函数的性质.
数学分析 B2 主要围绕多元函数的极限、连续、可微、可积等性质展开, 在继承一元函

数部分性质外, 我们会发现多元函数有很多在一元函数情况下不存在的新的现象、理论及性
质. 一般来说, 这些新的现象、理论及性质一旦在二元或三元情况下存在或被证明, 则不难推
广到更多元情形中而无需本质上的改变. 因此，基于本课程的定位, 我们以二元或三元情况
讨论为主, 这样以便于我们借助直观来学习这些内容. 如果想更系统更深入地学习多变量这
部分的理论可以直接参考数学专业用的教材/参考书 (群文件里也有).

关于数学分析 B2 学习的建议: 数学分析 B2 所涉及到的知识点非常之多, 琐碎, 而且很
多内容一开始接触并不容易理解. 同时这门课的很多内容和结论都会直接用于数学的后续课
程和其他学科中, 而不仅仅是应付考试. 所以关于 B2 的学习我并不主张过度刷题, 而是更倾
向把教材 (包括参考书) 和老师讲授的内容反复咀嚼消化, 把概念理解清楚 (当然也不要一直
拘泥于细节中), 建成自己的知识体系.
(像我当时 B2 学场论时直接摆烂, 以至于后续再学 PDE 的时候开始连分部积分都不会用)

0个人主页: http://home.ustc.edu.cn/~zyx240014/.
发现错误欢迎联系: zyx240014@mail.ustc.edu.cn.
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这门课作业和考试要求相比数分 B1来说没有那么多的证明,而是更侧重计算 (否则一些
证明题助教们会带着大家一起寄). 所以大家务必独立完成作业里的所有计算题, 而且每道题
要一步步算清楚, 以避免考完试出现 “题目我都会, 但我因算错就被扣了 20 分” 的现象发生.

最后还是拿程老师的名言结尾: “Calculus 和 Analysis 两手都要抓! 两手都要硬! ” 祝大
家在学习中享受乐趣, 发现兴趣, 生活愉快！

2 专题选讲

2.1 二重外积和 Lagrange 恒等式

以下我们在标准正交基 {e1, e2, e3} 下进行:

我们已经知道, 向量的内积运算里等式 (a · b)c = a(b · c) 是未必成立的 (详见教材习题
8.1.3(4)), 现在我们来探究向量的外积运算是否满足结合律. 回答此问题之前, 我们先来探
究二重外积 a× (b× c) 等于什么？

不妨设 b, c 不共线, 从外积的定义可知, b × c 垂直于由 b, c 生成 (张成) 的平面 π. 而
a×(b×c)与 b×c垂直,因此 a×(b×c)在平面 π内,即存在 x1,x2,使得 a×(b×c) = x1b+x2c.
现在我们来求 x1, x2 的值.

命题 2.1.1 (二重外积公式). 对任意向量 a, b, c, 有

a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c.

证明. 设 a = a1e1 + a2e2 + a3e3, b = b1e1 + b2e2 + b3e3, c = c1e1 + c2e2 + c3e3. 我们已知

b× c = (b2c3 − b3c2)e1 + (b3c1 − b1c3)e2 + (b1c2 − b2c1)e3.

设 a× (b× c) = d1e1 + d2e2 + d3e3. 则

d1 = a2(b1c2 − b2c1)− a3(b3c1 − b1c3)

= b1(a2c2 + a3c3)− c1(a2b2 + a3b3)

= b1(a · c− a1c1)− c1(a · b− a1b1)

= (a · c)b1 − (a · b)c1.

同理

d2 = (a · c)b2 − (a · b)c2, d3 = (a · c)b3 − (a · b)c3.
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所以

a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c.

由二重外积公式和外积的反交换律, 得

(a× b)× c = −c× (a× b) = −(c · b)a+ (c · a)b.

又因为等式 (a · b)c = a(b · c) 未必成立, 故等式 (a× b)× c = a× (b× c) 未必成立, 即向量
的外积运算不满足结合律.

我们下面来看几个二重外积公式的应用:

例 2.1.1. 若 |x|,|y| > 0. 证明: x 与 x× y 共线 ⇐⇒x 与 y 共线.

证明. 利用二重外积公式, 我们有

x 与 x× y 共线 ⇐⇒x× (x× y) = 0⇐⇒ (x · y)x = |x|2y⇐⇒x 与 y 共线.

例 2.1.2. 证明 Jacobi 等式:

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0.

证明. 利用二重外积公式, 我们有

a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c,

b× (c× a) = (b · a)c− (b · c)a,

c× (a× b) = (c · b)a− (c · a)b.

对上述三个等式相加即得 Jacobi 等式.

例 2.1.3. 记 (a, b, c) = a× b · c. 证明: 对任意向量 a, b, c, 有

(a× b, b× c, c× a) = (a, b, c)2.

证明. 利用二重外积公式和混合积的性质, 我们有

(a× b, b× c, c× a) = (a× b)× (b× c) · (c× a)

= {[(a× b) · c]b− [(a× b) · b]c} · (c× a)
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= [(a× b) · c]b · (c× a)

= (a, b, c)2

我们还可以利用二重外积公式证明如下定理:

定理 2.1.1 (Lagrange 恒等式). 对任意向量 a, b, c,d, 有

(a× b) · (c× d) =

∣∣∣∣∣a · c a · d
b · c b · d

∣∣∣∣∣ .
证明. 利用混合积的性质和二重外积公式, 我们有

(a× b) · (c× d) = a · b× (c× d)

= a · [(b · d)c− (b · c)d]

= (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)

=

∣∣∣∣∣a · c a · d
b · c b · d

∣∣∣∣∣ .

我们下面来看几个 Lagrange 恒等式的应用:

命题 2.1.2 (二维勾股定理). 直角三棱锥斜面面积的平方等于其他三个直角面面积的平方和.

图 1

证明. 如图 1, 设 O − ABC 是直角三棱锥, △ABC 是其斜面. 利用 Lagrange 恒等式及
−→
OA ·

−−→
OB =

−→
OA ·

−→
OC = 0, 我们有

|
−→
AB ×

−→
AC|2 = (

−→
AB ×

−→
AC) · (

−→
AB ×

−→
AC)

=

∣∣∣∣∣
−→
AB ·

−→
AB

−→
AB ·

−→
AC

−→
AC ·

−→
AB

−→
AC ·

−→
AC

∣∣∣∣∣
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= |
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB ·

−→
AC)2

= (|
−→
OA|2 + |

−−→
OB|2)(|

−→
OA|2 + |

−→
OC|2)− [(

−−→
OB −

−→
OA) · (

−→
OC −

−→
OA)]2

= |
−→
OA|4 + |

−→
OA|2|

−−→
OB|2 + |

−→
OA|2|

−→
OC|2 + |

−−→
OB|2|

−→
OC|2 − |

−→
OA|4

= (|
−→
OA||

−−→
OB|)2 + (|

−→
OA||

−→
OC|)2 + (|

−−→
OB||

−→
OC|)2.

对上述等式两边同乘
1

4
, 变形可知该命题成立.

例 2.1.4. 证明: 对任意向量 a, b, c,d, 有

(a× b) · (c× d) + (b× c) · (a× d) + (c× a) · (b× d) = 0.

证明. 利用 Lagrange 恒等式, 我们有

(a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c),

(b× c) · (a× d) = (b · a)(c · d)− (b · d)(a · c),

(c× a) · (b× d) = (c · b)(a · d)− (c · d)(a · b).

对上述三个等式相加, 得

(a× b) · (c× d) + (b× c) · (a× d) + (c× a) · (b× d) = 0.

2.2 两直线间的度量关系

已知两条直线 l1, l2. 下面我们考虑 l1, l2 间的度量关系.

定义 2.2.1. 两条直线上的点之间的最短距离称为这两条直线的距离.

如果 l1//l2, 则 l1 上任意一点到 l2 的距离就是 l1 与 l2 的距离; 如果 l1 与 l2 相交或重

合, 则 l1 与 l2 的距离为 0.
现在我们考虑 l1 与 l2 异面的情形. 如图 2, 设 li 经过点 Mi, 方向向量为 vi(i = 1, 2), 且

v1 与 v2 不共线, Mi ̸= M2.

定义 2.2.2. 若直线 l 分别与两条异面直线 l1, l2 垂直相交, 则称直线 l 是 l1 与 l2 的公垂线,
两垂足的连线段称为公垂线段.

命题 2.2.1. 两条异面直线 l1 与 l2 的公垂线存在且唯一.
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图 2

证明. 存在性 因为 v1 与 v2 不共线, 所以 v1 与 v1 × v2 不共线. 故 M1,v1, v1 × v2 决定一

个平面 π1. 同理,M2,v2, v1 × v2 决定一个平面 π2. 因为 v1 与 v2 不共线, 由补充习题 2 知,
π1, π2 的法向量 v1 × (v1 × v2), v2 × (v1 × v2) 不共线. 故 π1, π2 相交于直线 l, l 的方向向量
是 [v1 × (v1 × v2)] × [v2 × (v1 × v2)] = |v1 × v2|2(v1 × v2). 而 v1 × v2 ⊥ vi(i = 1, 2), 所以
l ⊥ li(i = 1, 2). 故 l 是 l1 与 l2 的公垂线.

唯一性 设 l′ 是 l1 与 l2 的公垂线, 则 l 与 l′ 的方向向量均为 v1 × v2 且均为 π1, π2 的

交线. 故 l′ 与 l 重合.

命题 2.2.2. 两条异面直线 l1 与 l2 的公垂线段的长度即为 l1 与 l2 的距离.

提示. 作出由 M1,v1,v2 决定的平面 π, 再考虑 l2 在 π 上的投影即可.

命题 2.2.3. 两条异面直线 l1, l2 间的距离为

d =
|
−−−−→
M1M2 · v1 × v2|

|v1 × v2|
.

证明. 我们已知, v1×v2 为 l1, l2 的公垂线段 P1P2 的方向向量.定义单位向量 e =
v1 × v2

|v1 × v2|
.

则

d = |
−−→
P1P2| = |

−−→
P1P2 · e| = |(

−−−→
P1M1 +

−−−−→
M1M2 +

−−−→
M2P2) · e| = |

−−−−→
M1M2 · e| =

|
−−−−→
M1M2 · v1 × v2|

|v1 × v2|
.

几何意义: 两条异面直线 l1, l2 间的距离 d 等于以
−−−−→
M1M2, v1, v2 为棱的平行六面体的体积除

以以 v1, v2 为邻边的平行四边形的面积.

例 2.2.1. 求直线 l1 : x− 1 = y − 2 = z − 3 和直线 l2 : x = 2y = 3z 的夹角 θ、距离 d 以及

公垂线 l 的方程.
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解. l1, l2 分别过 M1(1, 2, 3), M2(0, 0, 0). l1, l2, l 的方向向量分别是

v1 = (1, 1, 1), v2 = (1,
1

2
,
1

3
), v1 × v2 = (−1

6
,
2

3
,−1

2
).

所以

θ = arccos |v1 · v2|
|v1||v2|

= arccos 11
√
3

21
, d =

|
−→
AB · v1 × v2|
|v1 × v2|

=

√
26

13
.

又因为

(v1 × v2)× v1 = (
7

6
,−1

3
,−5

6
), (v1 × v2)× v2 = (

17

36
,−4

9
,−3

4
)

故得 l1 和 l 所决定的平面 π1 的方程是 7x− 2y − 5z + 12 = 0, l2 和 l 所决定的平面 π2 的方

程是 17x− 16y − 27z = 0. 于是 l 的一般方程是 7x− 2y − 5z + 12 = 0,

17x− 16y − 27z = 0.

2.3 旋转面、柱面和锥面方程的建立

以下我们在三维欧氏空间中进行:

1 旋转面 在课堂中, 我们已经接触了几类旋转面, 例如球面, 它可以看成一个半圆绕其直
径旋转一周所形成的曲面. 现在我们来研究更一般的情形.

定义 2.3.1. 如图 3 所示, 一条曲线 Γ 绕一条直线 l 旋转所得的曲面称为旋转面. 其中 l 称

为轴, Γ 称为母线. 母线 Γ 上每个点 M0 绕 l 旋转得到的一个圆称为纬圆. 由定义知, l 垂直
于纬圆所在的平面.

图 3
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设轴 l经过点M1(x1, y1, z1),其方向向量为 v(l,m, n),母线 Γ的方程为

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0.

下面我们来求旋转面的方程.
点 M(x, y, z) 在旋转面上的充分必要条件是点 M 在经过母线 Γ 上某一点 M0(x0, y0, z0)

的纬圆上, 即存在母线 Γ 上的一点 M0, 使得 M 和 M0 到轴 l (或轴 l 上任意一点 M1) 的距
离相等, 且 −−−→

M0M ⊥ l (简而言之就是 “等距”+“垂直”). 我们据此列出方程组:

F (x0, y0, z0) = 0,

G(x0, y0, z0) = 0,

|
−−−→
MM1 × v| = |

−−−−→
M0M1 × v| ⇐⇒ |

−−−→
MM1| = |

−−−−→
M0M1|,

−−−→
M0M ⊥ l ⇐⇒ l(x− x0) +m(y − y0) + n(z − z0) = 0.

从上述方程组中消去参数 x0, y0, z0 (因此我们只需保证 M0 的存在性即可, 而并不关心 M0

的位置), 就得到关于 x, y, z 的方程, 该方程即为所求旋转面的方程.

例 2.3.1. 求圆

 (x− a)2 + z2 = r2,

y = 0,
(0 < r < a) 绕 z 轴旋转所得旋转面 (我们把其称为

环面, 见图 4) 的方程.

解. 按上述方法列出方程组 (此时取 M1 为原点):

(x0 − a)2 + z0
2 = r2,

y0 = 0,

x2 + y2 + z2 = x0
2 + y0

2 + z0
2,

0 · (x− x0) + 0 · (y − y0) + 1 · (z − z0) = 0.

消去参数 x0, y0, z0, 得
(±

√
x2 + y2 − a)2 + z2 = r2,

化简得

(x2 + y2 + z2 + a2 − r2)2 = 4a2(x2 + y2).
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图 4

例 2.3.2. 求直线 l :
x− 1

1
=

y + 1

−1
=

z − 1

2
绕直线 l1 :

x

1
=

y

−1
=

z − 1

2
所得旋转面的方程.

解. 由题设知, 轴 l1 经过 M1(0, 0, 1), 其方向向量 v(1,−1, 2). 据此列出方程组 (此时取
M1(0, 0, 1)): 

x0 − 1

1
=

y0 + 1

−1
=

z0 − 1

2
,

x2 + y2 + (z − 1)2 = x0
2 + y0

2 + (z0 − 1)2,

x− x0 − (y − y0) + 2(z − z0) = 0.

我们将直线 l 表示成参数方程的形式: 令 x0 = 1 + t, y0 = −1 − t, z0 = 1 + 2t (t ∈ R). 则上
述方程组转化为  x2 + y2 + (z − 1)2 = 6t2 + 4t+ 2,

x− y + 2z = 6t+ 4.

消去参数 t, 得:

x2 + y2 + (z − 1)2 = 6(
x− y + 2z − 4

6
)2 + 4(

x− y + 2z − 4

6
) + 2

化简得:
5x2 + 5y2 + 2z2 + 2xy − 4xz + 4yz + 4x− 4y − 4z − 6 = 0.

2 柱面 在课堂中, 我们已经接触了圆柱面, 它可以看成一条直线沿着与其垂直的圆平行移
动一周所形成的曲面. 现在我们来研究更一般的情形.

定义 2.3.2. 如图 5 所示, 一条直线 l 沿着一条空间曲线 C 平行移动时所形成的曲面称为柱

面. 其中 l 称为母线, C 称为准线.
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图 5

思考. 对于平面 (一种特殊的柱面) 和除去平面的柱面, 它们的准线和母线是否唯一? 母线方
向是否唯一？

设一个柱面的母线 l 的方向向量 v(l,m, n), 准线 C 的方程为

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0.
下面

我们来求该柱面的方程.
点 M(x, y, z) 在柱面上的充分必要条件是点 M 在某一条母线上, 即存在准线 C 上的一

点 M0(x0, y0, z0), 使得 M 在经过 M0, 且方向向量为 v 的直线上. 我们据此列出方程组:

F (x0, y0, z0) = 0,

G(x0, y0, z0) = 0,

x = x0 + lu,

y = y0 +mu,

z = z0 + nu,

u ∈ R.

从上述方程组中消去参数 x0, y0, z0, 得F (x− lu, y −mu, z − nu) = 0,

G(x− lu, y −mu, z − nu) = 0.

再消去参数 u, 就得到关于 x, y, z 的方程, 该方程即为所求柱面的方程.

如果准线 C 给出的是参数方程


x = f(t),

y = g(t),

z = h(t)

(a ⩽ t ⩽ b), 则柱面的参数方程是


x = f(t) + lu,

y = g(t) +mu,

z = h(t) + nu,

a ⩽ t ⩽ b, u ∈ R.
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例 2.3.3. 已知准线 C 的方程

 x = y2 + z2,

x = 2z,
母线 l 垂直于 C 所在的平面. 求 l 沿 C 平

行移动所形成的柱面的方程.

解. 由题设知, l 垂直于平面 x = 2z, 因此 v 的方向向量是 (1, 0,−2). 据此列出方程组:

x0 = y0
2 + z0

2,

x0 = 2z0,

x = x0 + u,

y = y0,

z = z0 − 2u.

从上述方程组中消去参数 x0, y0, z0, 得 x− u = y2 + (z + 2u)2,

x− u = 2z + 4u.

再消去参数 u, 化简得

4x2 + 25y2 + z2 + 4xz − 20x− 10z = 0.

3 锥面

定义 2.3.3. 如图 6 所示, 由空间曲线 C 上的点与不在 C 上的一个定点 M0 的连线组成的曲

面称为锥面. 其中 M0 称为顶点, C 称为准线. C 上的点与 M0 的连线称为母线.

图 6

思考. 锥面的准线是否唯一？
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设一个锥面的顶点 M0(x0, y0, z0), 准线 C 的方程为

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0.
下面我们来求该

锥面的方程.
点 M(x, y, z)(M ̸= M0) 在锥面上的充分必要条件是点 M 在一条母线上, 即 C 上存在

一点 M1(x1, y1, z1), 使得 M1 在直线 M0M 上, 我们据此列出方程组:

F (x1, y1, z1) = 0,

G(x1, y1, z1) = 0,

x1 = x0 + (x− x0)u,

y1 = y0 + (y − y0)u,

z1 = z0 + (z − z0)u,

u ∈ R.

从上述方程组中消去参数 x1, y1, z1, 得F (x0 + (x− x0)u, y0 + (y − y0)u, z0 + (z − z0)u) = 0,

G(x0 + (x− x0)u, y0 + (y − y0)u, z0 + (z − z0)u) = 0.

再消去参数 u, 就得到关于 x, y, z 的方程, 该方程即为所求锥面的方程.

如果准线 C 给出的是参数方程


x = f(t),

y = g(t),

z = h(t)

(a ⩽ t ⩽ b), 则锥面的参数方程是


f(t) = x0 + (x− x0)u,

g(t) = y0 + (y − y0)u,

h(t) = z0 + (z − z0)u,

a ⩽ t ⩽ b, u ∈ R.

对于圆锥面, 它有一根对称轴 l, 它的每条母线与轴 l 所称的角 (即半顶角) 相等. 除了
用上述方法求圆锥面的方程外, 如果已知顶点 M0 的位置, 轴 l 的方向向量 v 及半顶角 α, 记
M 是圆锥面上的点, 则我们可以利用

| cos θ(−−−→M0M,v)| = cosα

求得圆锥面的方程. 具体例子见补充习题.
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例 2.3.4. 设顶点为原点, 准线 C 的方程:

 x2 + y2 − 3 = 0,

x2 + y2 + 2z − 5 = 0.
求原点以 C 的连线所组

成的锥面的方程.

解. 按上述方法列出方程组: 

x1
2 + y1

2 − 3 = 0,

x1
2 + y1

2 + 2z1 − 5 = 0,

x1 = xu,

y1 = yu,

z1 = zu.

从上述方程组中消去参数 x1, y1, z1, 得 x2u2 + y2u2 − 3 = 0,

x2u2 + y2u2 + 2zu− 5 = 0.

再消去参数 u, 化简得
x2 + y2 − 3z2 = 0.

2.4 点集拓扑

/(ㄒ oㄒ)咕咕咕/(ㄒ oㄒ)/: 本来说打算讲些点集拓扑的, 但是后来发现要系统讲完点
拓的初步知识至少需要 2202节习题课的课时量才行 (加之本人并未真正修过《拓扑学》这门
课), 不如给大家推荐几本教材/讲义/参考书给感兴趣的同学自行阅读:

其中 [1], [2] 两本教材已放至群文件中. /(ㄒ o ㄒ)/咕咕咕/(ㄒ o ㄒ)/ .
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3 补充习题

1 教材综合习题 8 T1 的推广 证明: 点 M 在 △ABC 内 (包括三条边)的充分必要条件是:
存在非负实数 λ, µ, γ, 使得

−−→
OM = λ

−→
OA+ µ

−−→
OB + γ

−→
OC, 且 λ+ µ+ γ = 1,

其中 O 是空间中任意取定的一点.

提示. 先证明命题 (证明请自行完成): 点 M 在 △ABC 内 (包括三条边) 的充分必要条件是:
存在非负实数 λ, µ, 使得

−−→
AM = λ

−→
AB + µ

−→
AC, 且 λ+ µ ⩽ 1.

然后在上述等式两边同时加上向量
−→
OA 即可.

2 证明: 对任意向量 a, b, 有

[a× (a× b)]× [b× (a× b)] = |a× b|2(a× b).

证明. 利用二重外积公式及教材习题 8.1.12, 我们有

[a× (a× b)]× [b× (a× b)] = [(a · b)a− |a|2b]× [|b|2a− (b · a)b]

= |a|2|b|2(a× b)− (a · b)2(a× b)

= |a× b|2(a× b).

3 已知向量 a, b, c 不共线, 且 a × b = b × c + c × a ̸= 0. 证明: 存在不全为 0 的实数
k1, k2, 使得 k1a+ k2b+ (k1 + k2)c = 0.

证明. 对等式 a× b = b× c+ c× a 两边同时点乘 c, 得

a× b · c = 0.

即向量 a, b, c 共面. 故存在不全为 0 的实数 k1, k2, k3, 使得 k1a+ k2b+ k3c = 0. 故

(k1a+ k2b+ k3c)× a = 0 =⇒ k2a× b+ k3a× c = 0.

同理, 对等式 k1a+ k2b+ k3c = 0 两边叉乘 b, 并利用 a× b = b× c+ c× a, 得

(k1 − k3)a× b− k3a× c = 0.

两式相加, 由 a × b ̸= 0 知, k3 = k1 + k2. 故存在不全为 0 的实数 k1, k2, 使得 k1a + k2b +

(k1 + k2)c = 0.



数学分析 B2 第 1 次习题课讲义 15

4 求顶点 M0(1, 2, 3), 轴与平面 2x+ 2y − z + 1 = 0 垂直, 且母线与轴所成的角为 π

6
的圆

锥面的方程.

解. 设 M 为圆锥面上的一点. 由题设知, 轴的方向向量 v = (2, 2,−1). 且

| cos θ(−−−→M0M,v)| = cos π
6
,

即
(x− 1, y − 2, z − 3) · (2, 2,−1)

3
√

(x− 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2
=

√
3

2
.

化简, 得

11x2 + 11y2 + 23z2 − 32xy + 16xz + 16yz − 6x− 60y − 186z + 342 = 0.

5 证明: 由 x, y, z 的齐次方程表示的曲面 (添上原点) 一定是以原点 O 为顶点的锥面.

证明. 设 F (x, y, z) = 0 是 n 次齐次方程, 它表示的曲面添上原点 O 后记作 S. 在 S 上任取

一点 M0(x0, y0, z0)(M0 不是原点), 于是直线 OM0 上任一点 M1(x1, y1, z1)(M1 不是原点) 满
足 

x1 = x0u,

y1 = y0u,

z1 = z0u.

u ̸= 0,

从而有

F (x1, y1, z1) = F (x0u, y0u, z0u) = unF (x0, y0, z0) = 0.

因此 M1 在 S 上. 于是整条直线 OM0 都在 S 上, 所以 S 是由经过原点的一些直线组成的曲

面. 故 S 是以原点为顶点的锥面.
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